
Sulla introduzione del concetto� 
di ordinamento di un lnsleme� 

I� 

1. - Da vario tempo e da molte parti si avanzano proposte 
per la adozione di nuovi criteri di insegnamento della Matematica 
nella scuola; molte di tali proposte prevedono che all'insegnante, 
durante l'ultimo anno dei Licei, sia data facoltà di ritornare 
criticamente su qualcuno dei capitoli svolti precedentemente in 
forma non completamente rigorosa, per educare gli allievi alla 
impostazione assiomatica che è propria della Matematica moder
na e alla deduzione razionale con le regole della logica formale. 
Ci è parso quindi non inutile offrire alla mecUtazione degli 
insegnanti un sistema di assiomi con i quali si può inh'odurre iI 
concetto di ordinamento in un insieme, a cui si nlOle attribuire 
la proprietà di un continuo aperto ad una dimensione, topologi
camente equivalente alla retta euclidea. 

Esporremo la introduzione del concetto di «ordinamento» 
facendo uso metodico dei simboli della logica matematica, per 
offrire agli insegnanti la possibilità di un cel'to materiale di 
esempi, dei quali si possono valere per la applicazione delle 
regole di . tale dottrina, che acquista ogni giorno maggiore im
portanza nella Matematica moderna. 

Adotteremo le notazioni di logica simbolica dalla scuola di 
Hilbert, recentemente usate in opere scritte in italiano ('). 

(1) Cfr. E. CASARI, Lineamenti di logica matematica, Milano, 1960. 
Segnaliamo al Lettore qualche altra opera in italiano, che tratta di logica 
matematica: A. PASQUnn;LLI, lntr'oduz'ione alla logica simbolica, 'l'orino, 
1957; E. KAGEL e .T. R. NEWMA.c~, La prova di Goàel, Torino, 1961; 
W. V. O. QUINE, Manuale di logica, ::Ullano, 1960; E. 'V. BETll, 1 fOllda· 
tnC1Lt'. logici della matematica, Milano, 1963; E. AOAZZI, Introàuzione ai 
problema àell'assiomatica" MilaDo, 1961; E. AGAZZl, La logica simbolica. 

Brescia, 1004. 

24 



3540 Sulla int7'od-uz'ione del concetto di o7-dinamcnto di 1m insieme 

Tuttavia avremo cura di tradurre il più spesso possibile le 
formule nel linguaggio ordinario, in modo che il Lettore possa 
prendere familiarità con la logica simbolica e con le sue regole. 

In particolal'e indicate con p, q, T ". delle proposizioni, iD
dicheremo col simbolo 

I 
-,p elle leggeremo spesso «non p» 

la proposizione che è vera quando p è falsa ed è falsa quando 
p è vera; indicheremo con 

che leggeremo spesso «p oppure q» 

la proposizione (spesso chiamata '« disgiunzione» o anche «som· 
ma logica» di p e q) che è vera se almeno una tra le due propo
sizioni p oppure q- è vera; indicheremo col simbolo 

che leggeremo spesso «p e q» 

la propo izione (spesso chiamata «congiunzione» o anche «pro
dotto logico» di p e q) che è vera nel solo caso in cui entrambe, 
la p e la q) siano vere, falsa in tutti gli altri ca:si; indicheremo 
col simbolo 

P -? q	 che leggeremo spesso «p implica q» o anche «se 
p allora q» 

la proposizione (spesso chiamata «implicazione materiale») che 
è falsa nel solo caso in cui sia vera pe falsa q, vera in tutti 
gli altri casi; infine indicheremo col simbolo 

che leggeremo spesso «p equivalente a q» 

la proposizione che è vera soltanto se p e q sono insieme vere 
oppure insieme false, falsa nel caso i~ cui p e q siano l':una 
vera e l'altra falsa e). 

Ricordiamo inoltre alcune formule notevoli cui ci dovremo 
l'iferire in seguito: ;si tratta delle cosiddette «leggi di DE MOR

(2) Non entriamo qui nella discussione sulla opportunità del nome di 
« implicazione» che viene dato ,alla proposizione 11 -? q, e di qnello di 
« equivalenza» ~he viene dato alla proposizione 11 ~ q; per tutto questo 
rimandiamo alla bibliografia che abbiamo citato. 
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GAN» (S)) che si esprimono mediante le formule 

f -,(pvq)~-'PII-,q
(1) t -, (p Il q) ~ -, p v -, q 

della relazione 

(2) -,(-,p)~p 

che ricorderemo spesso come «legge della' doppia negazione >Y 

ed infine della relazione 

(3) (P-7q) H (-'Pvq) 

che lasciamo al Lettore verificare per esercizio. 
Ovviamente i simboli che abbiamo convenuto di indicaTe COIR 

« v» e con «II» possono essel'e considerati come -simboli di 
operazioni che operano su proposizioni: tali operazioni hanno -ben 
note pl'opretà formali, analoghe alle operazioni di una algebra 
di BOOLE: proprietà commutativa: 

(4) P Il q ~ q Il p. 

Proprietà associativa: 

(PVq)VT~PV(qVT)
(5) 

{ (p Il q) Il r H p Il (q Il r). 

Proprietà. distributiva: 

, (PVq)IITH (p/\r)v(qI\T)
(6) 

I ~p/\q)vrH (pvr)/\(qvr), 

Infine useremo le abituali indicazioni per i quantHicatorf 
esistenziali ed universali; precisamente, i?dicando per es. con:. 
P(x) una forma proposizionale aperta (cioè una espressione su
scettibile di divenire una proposizione quando alla vaI'iabile ar 
sia sostitui,to il nome di un elemento appartenente a'd un certo' 

(") Secondo la denominazione abitnale, chiameremo legg'i IO{jiche le 
proposizioni composte che risultano vere quali che siano i valorf di veritre 
delle proposizioni componenti. 
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universo di discorso; per es. la forma proposizionalc «f1) è primo» 
suscettibile di diyental'e una proposizione ve"ra o falsa quando al 
posto di 3J sia sostituita la cjfl'a che denota un numero intero) 
useremo le notazioni: 

che leggeremo «esiste almeno un elemento 
\ 3: ml' (m) m tale che l'(m) è vera.
 

che leggeremo «per ogni elemento (JJ è ve
I vml'(m) ra l'(m) •. 

2. - È dato un insieme g] e siano x, y, z, certi suoi elementi. 000 

Supponiamo che sia nota una relazione di c identità ~ tra ele· 
menti di il, relazione che denotiamo col simbolo abitnale 

leggendo «x coincide con y 7>; per la 'relazione di «identità:) 
supporremo note le prol)Jojetà formali classiche: riflessiva, sim
metrica, transitiva. 

ysel'cmo pure ]a notazione abituale 

leggendo «m è diverso da y» per indicare che non sussiste ]a 
relazione di identità tra i due elementi (JJ ed y, cioè pe'l' sosti
tuire la notazione 

~ (w=y). 

Indichiamo con «$ » il simbolo di una relazione tra elementi 
di g], simbolo che COllverremo di scrivere tra i simboli di due 
elementi eli:J come segue: 

(7) 

Potremmo convenjre <li leggere la formula (7) per es. con le 
parole CI: x p'l'ecede y ~; occorre tuttavia sempre tenel' ben pre
sente il pericolo che l'uso del linguaggio ordinario, col suo iue
vitabile richiamo ad un contenuto intuitivo, possa trascinare lo 
studioso a ritenere- per «e,,-;denti:& certe proprietà che iuyece 
devono essere rigorosamente dimostrate. 



StIUa. illtrocluziom: elel concetto di ordllWll/cnto eli 'It11.. ilt$iemc 357 

La rclazione «~» sarà caratterizzata dagli assiomi (.() che 
enunceremo qui di seguito e per essa varranno i teoremi elemen
tari che dedurremo a titolo di esempio. 

.\x. 1 

Se al coincide con y non può essere vero che al precede y.
 
In altre parole la relazionc «~:) non è riflessiva.
 
Segue di qui immediatamente il
 

TEOR. 1.1 
(x=y) -+~ (yg.,). 

La dimostrazione può essere considerata come un utile 
esercizio di logica formale: oss.er'"ando che l'assioma 1 è valido 
indipendentemente dai nomi degli enti che figurano nell'enunciato, 
potremo applica'l'e la «regola di sostituzione~, sostituendo ad 
una lettera un'altra in ogni posto in cui la prima compariva; 
cosi si ottiene, sostituendo z ad y) in ogni posto in cui questa 
lette l'a compariva, la enunciazione t1~lr Ax. 1 nella forma: 

Apl?licando un'~ùtra volta le stesse considerazioni si giunge, 
sostituendo la lettel'a y alla m nella enunciazione precedente, alla 
forma 

ed infine, sostituendo la lettera x alla z si giunge alla fOl'ma 

Di qui si ha immediatamente l'enunciato del teorema, l'icol'
dando la proprietà simmetrica della relazione di identità ('). 

(.() '["8iamo il tel'mille di «assiomi;). secondo l"abitudine, per indicare 
delle proposizioni che vengono date senza dimostrazione, all'inizio di una 
teoria. 

(~) .\.bbinlUo yolnto qui Eeguire il rigoroso ma nbbasmuza tedioso 
proceel1mento eli sostituire una lettera alla volta, per evitare qualunque 
pericolo di contusioni; si noti tuttavia che in questo caso al teorema si 
potrebbe giungere in modo più sbrigatil'"o semplicemente scambiando tra 
loro le lettere x ed 11 e poi tenendo conto della proprietù simmetrica della 
relazione di identità, 
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","U.2 

Se (JJ precede y, ed y precede z, allora m precede z: la rela
zione «~» è transitiva. 

Segue dai due assiomi prima enunciati il teorema 

'.TEOR. 2.1 

non può contemporaneamente essere che m preceda y e che y 

preceda [c. 

La dimostrazione si ottiene in base alla nota legge' logica 

(8) {(p~q)/\-,q)~-,p (6); 

prendiamo come proposizione p la seguente: 

(9) 

(6) Diamo qui a titolo di esercizio la dimostrazione della (8); si parte 
.cIalla proposizione, sempre vera qualunque sia la proposizione r: 

-, r V T~ 

:sostituendo al posto della r la proposizione -I p V q sI ha 

-, (-,pVq)V(-,pVq) 

da cui, applicando anzitutto là proprietà commutativa espressa dalla 
prima delle ('4) e poi la proprietà associativa espressa dalla prima delle 
1(5) si ha la proposizione equivalente 

[ -, (-, p V q) V q] V -, P; 

<ora, per la (3), questa proposizione può essere sostituita dalla seguente, 
:a lei equivalente· 

-,r-'(-,pVq)Vq]~-,p 

<ed applicando la seconda legge di DE MORGAN e la legge della doppia 
negazione si può scrivere al posto della proposizione precedente quella 
.a lei equivalente: 

[(-,pVq)1I -,ql~-'p 

<ed infine, ancora per la (3), ai ha la (8). 
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osser\,jamo ora che, per 1'A..x. 2 la proposizione 

(10) (:J)~Y) A (Y~ z) 

implica !l:~Z; 6i ha quindi 

essendo q la proposiz.ione 

(:J)~Z) A (:J)=Z). 

Ma questa pro!losizione è negata dall'A.". 1: questo intatti 
è stato enunciato nella forma 

u ~-,t 

essendo u la proposizione (:J)=Y) e t la proposizione :r~y; ma 
per la (3) si ha 

(u ~-,t) ~ -,u y-,t 

e per la seconda legge di Dt) )IoRGAX si ha 

-,uv-,t«-7-,(UAt). 

RisuJta ql1incH essere falsa la pl'oposiz.ioue (9), la quale si 
riduce a quella negat:1 nell'enunciato elel teorema quando si 
sostituisca alla lettera z la lettera w, che rappI'esenta un ele
mento identico a quello denominato con la lettera z. 

Quando si sono enunciati gli assiomi eli una teoria, è neces
sario nccertare la loro indipendenz.a: si tI'atta di constata'l'e che 
nessun assioma è deducibile da quelli cht ]0 precedono, e tale 
constataz.ione si fa auitualmente, come è noto, trm-anc1o un'inter
pretazione degli assiomi che soddisfi a tutti gli assiomi precc
denti quello consielel'nio e non a quest'ultimo. 

La ricerca di insiemi che soddisfano ad nlcuni soltanto ma 
non a tutti gli assiomi è sempre un utile esel'cizio eli logica 
applicata: dal punto (li vista didattico pnò apparire intel'cssante 
ed efficacc ]a riccrca di insicmi cosiffatti dopo la cnunciazione 
di ogni nssioma, così come noi faremo qui, dando alcuni escmpi 
che l'insegnante a\'l'à. cura di moltiplicare. 
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Cosi, con l'i ferimento agli Assiomi 1 e 2, si può -verifi
CUl'e che il secondo è indipendente dal primo con 11 seguente 
esempio: 

se come insieme g] si prende l'umanità e come relazione :r;fSy 
si prende la rela;l,ione: «{fJ è padre di y» chiaramente è sodcli 
sfatto 1 ma noo 2. 

Ax. 3 

Se due elementi {fJ ed y non coincidono allora deve valere 
una nlmeno delle due relHlJiOlli x~y Opplll'C '!J~w, 

LOAx, 3 potL'eblJe eSSCl'e chiamato per c!';, «assioma eli com· 
parabilità»; esso iufatti afferma che due elementi distinti del· 
l'insieme d sono ::;cmpre «comparabili» dspetto alla l'elaziollc fSo 
VaI'ie c1enominar.ioni sono usate dai nni Autori per denominare 
una relazione per la quale valga l'assioma ora enunciato; per es. 
una relazione che goda delle proprietà finora enunciate per la 
relazione ~ è chiamata « connessa» (7); oppure un insieme per 
gli elemeuli del quale valgano pI'oprietà analoghe a quelle finora 
postulatc da noi per l'insieme d viene chiamato «totalmente 
ordinato» ('). 

La. iudipendenza dell' A.x. 3 dai precedenti si ,"crifica molto 
faci Imel1te sui -segneuti er-cmpi elementa l'i : 

it) si assuma ('ome insieme d l'insieme dei numeri naturali 
(interi positivi esduso lo zero) e si dia alla relazione z[gy il 
f:icguente significato.: y è multiplo di {f) secondo un llumero mag
giore di l. Allol'a f.ti verifica subito che sono soddisfatti entrambi 
gli assiomi 1 e 2· ma non 3, pel'chè, presi per es. due numeri 
pl'imi, tra essi non sussiste 11è la relazione ,l'~!J nè la y~x 

secondo il f:iignificato che le abbiamo qui conferito. 

b) Si assnma ('ome insieme d l'insieme delle parti (in· 
sieme dei sottoillsiemi) di un insieme le e si dia alla relazione 

(7) Cfr. ]J. es. R. CAHXAP, EintIillnmg in die symboUsche Logik (2" ed., 
Vienna, 1960) - § 31 c, 

(8) Cfr. per es. P. DUBREIL &. 1\1. L. DUBltEIL-JAOO'l'I!', LeçoJls d'A.I· 
gèbre 1/Iodenw (Pfll·igi. 19(1) - Callo v. 
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x'Jy il significato che si dà alla relazione abitualmente espressa 
dal simbolo 

(11) recy, 

cioè $'J-y indichi che il sottoinsieme ai è contenuto come parte 
propria nel sottoinsieme y di Jt. È chiaro anche in questo caso 
che prese due qualunque pa'rti di Jt può avvenire che nessuna 
sia una parte dell'altra; si verifica d"altronde molto facilmente 
che per la relazione (11) valgono gli assiomi 1 e 2. 

c) Si aSSlUll<1 aucora una volta come insieme gr l'umanità e 
si dia alla relazione a-f$y il significato: «a; è antenato di y»; 
è chiaro ancllC in questo caso che sono soddisfatti gli assiomi 1 
e 2 ma che Don è soddisfatto 3. 

d) Si assuma come insieme J rinsieme delle coppie ordi
nate di numeri interi re==. (mv f[;2)' y~ (Yv Y2) convenendo che si 
abbia 

se c 6oltnnto se 

ed 

e che si abbia 

se è 

aucora una volta si constata che per un insieme cosiffatto val
gono gli assiomi 1 e 2 ma non 3. Infatti due coppie che 
abbiano uguali i primi elementi ma diversi j secondi non sono 
comparabili a termini della definizione perché llon si può dire 
che coincidano né che una preceda l'altra, 11el senso che abbiamo 
dato alla relazione :r'J y. 

L:insegna::lte può orientarsi con Fimmagine fornita da un 
reticolato di «coordinate cartesiane» considerando come elemen
ti di d i punti del piano a coordinate entrambe intere, e conve
nendo che un punto «preceda» un altro se la parallela alPasse 
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delle ordinate su cui sta il primo è a sinistra di quella su cui 
sta il secondo. Ovviamente, se (lue punti non sono coincidenti ma 
stanno sull,a medesima pal'allela all'asse delle orcUnate, di essi 
non si può dire nulla. 

3. - In base a ciò che è stato enunciato fin qui, si può dimo
strare che, considerati due elementi qualunqne {J) ed y apparte
nenti all'insieme ~J deve essere vera Ulla ed una sola delle tre 

proposizioni seguenti· 

x=y; ylSx. 

Per esprimere questo fatto mediante il formalismo della lo
gica simbolica, indichiamo rispettivamente con p, q, r le tre 
propo izioni sopra enunciate; avremo allora il 

TEORE"" 3.1 

(pvqvr)A~(PAq) A~ (qAr)A~(PAr). 

Svolgeremo la dimostrazione in forma simbolica,. a titolo di 
esercizio. Si noti anzitutto che l'enunciato del teorema risulta 
dalla congiunzione di quattro proposizioni; occorre quindi di
mostrare ja verità di ognuna di queste. 

Per quanto riguarda la prima, si ha che essa consegue im
mediatamente dall'enunciato dell'A....x. 3; infatti, con i simboli 
qui adottati tale assioma può essere scritto nella forma 

~p-+(qvr) 

e, per la (3) e per la legge della doppia negazione, questo enun
ciato è equivalente al seguente 

pv (qvr); 

e questa p"roposizione, per la associatività deHa operazione che 
abbiamo indicata con H simbolo «v ..., è equivnJente alla prima 
parte dell"enunciato del teorema_ 

Per quanto riguarda le altre proposizioni che entrano ne]· 
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l'enunciato del teorema si osservi anzitutto che l'Assioma l può 
essere scritto nella forma 

p~..,q(12) 

con i simboli o'ra usati; inoltre il Teor, 1.1 può ~ssere enunciato 
con la formula 

p~-,r.(13) 

Ora per la (3) le proposizioni (12) e (13) sono equivalenti alle 

..,pv..,q e ..,pv..,r 

rispettivamente; e queste, per le leggi di DE MORGAN S0110 equi
valenti rispettivamente alla 

(14) ~(p A q) e ~(PAr); 

infine il Teor, 2.1 può esseI-e enunciato nella forma. 

(15) 

Risulta peI'tanto dimostrata la. seconda parte dell'enunciato 
del Teorema, pa'de che consiste nella enunciazione contempora· 
nea delle tre proposizion i (14) e (15). 

4. - Procediamo ulteriormente nell'enunciazione degli assiomi 
che caratterizzano la relazione ~; si ha 

h. 4 

V'" a'l "'~z I· 

Qualunque sia l'elemento x, esiste almeno un elemento z; 

tale elle vale la relazione J'~ik. 

Esprimendoci in forma meno rigorosa, per quanto forse sugo 
gestiva; si poh'ebbe dire che nOli esiste nell'insieme un elemento 
che, rispetto alla relazione ~; sia «ultimo:t elemento. 

Per constatal'C la indipendenza dell'h. 4 dai precedenti 
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sceglieremo, t l'a i tanti possibili, il seguente esempio: 

se come insieme d si assume un intervallo di numeri razio
nali chiuso a destra, per es. si prendono tutti i numeri tali che sia 

1<",~2 

e si conviene che sia x'Jy quando e solo quando è '" < y, valgono 
gli assiomi 1,. 2, 3 ma Hon 4. Infatti per $=2 non è '-ero 
che in ~ esiste un z tale che 2i\'z. 

Ax. 5 

Qualunque sia x, esiste in g] almeno un elemento z che pré
cede w; esprimendoci in forma meno rigorosa, per quanto forse 
più suggestiva, si potrebbe dire che non esiste nell'insieme d un 
elemento che sia il «primo» rispetto alla relazione 'J. 

Per constatare la indipendenza den'.'L"\:. 5 dai precedenti 
si può seguire un procedimento analogo a quello che abbiamo 
seguito per constatare la indipendenza dell'Ax. 4: 

se per d si assume un intervallo di numeri razionali chiuso 
a sinistra, per es. l'insieme dei numeri razionali tali che sia 

1~IV<2 

e si dà alla relazione x'Jy il significato di «IV < y» valgono tutti 
gli assiomi da l a 4 ma non vale 5. 

AX.6 

Dati due elementi qualsiasi re ed y, se si ha a;~y,. allora esiste 
almeno un elemento z tale che contemporaneamente si ha x~z 

e zf:)y: esprimendoci in forma meno rigorosa ma forse più sugge
stiva potremo dire che z sta tra :z; ed y. 

La constatazione della indipendenza deU'.A...'<. 6 dai prece· 
denti si consegue facilmente con un esempio elementare: infatti 

se come insieme d si assume quello di tutti i numeri interi 
(positivi e negativi) e si -conviene che sia aJ~Y quando e solo 
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quando è :JJ < Y si ha che sono soddisfatti tutti gli assiomi da 1 
a 5 ma non 6: infatti tra due intel'i consecutivi non sta 
nessun altro intero. 

Come è noto, un insieme che soddisfi alI'Ax. 6 viene chia
mato «denso» ('); tale è per es. l'insieme di tutti i numeri ra· 
zionali. Si verifica anche facilmente che l'insieme formato da 
tutti i numeri l'azionali di un inter'fa11o aperto, quando ~")i con
venga che sia J:~ Y se e soltanto se :JJ < y, soddisfa a tutti gli 
assiomi ora enunciati. 

5.. Gli assiomi che abbiamo fin qui enunciati hanno dato 
all'insieme:J che consideriamo le caratteristiche di un insieme 
totalmente ordinato (secondo la denomjnazione che abbiamo l'i· 
cordato nel § 2) e denso. J1: possibile attribuire ad un insieme 
cosiffatto anche una ulteriore proprietà, e precisamente la con· 
tinuità; enunceremo questo latto con un enunciato che è la 
traduzione di quello classico di DEDEJnND della continuità della 
retta. 

Si consideri una classe Q di elementi dell'insieme ~ e sup
poniamo che essa possegga le tre seguenti proprietà: 

a) contenga almeno un elemento (cioè sia una classe 
«non vuota»); 

b) non esaurisca l'intero insieme aJ; 

c) sia tale che ogni elemento che appal'liene a Q preceda 
ogni elemento che non appal'tiene a Q. 

In simboli le tre proprietà della classe Q si traducollo facil· 
mente nelle tre proposizioni seguenti 

(a) 3: '" (:JJ E Q) (,0) 

(b) 3:J/f.(yEQ)} 

(c) V:JJ VY{((:JJE Q)A ~(yE Q)] ~:JJ&Y). 

(a) Cfr. per es. n. G. FOItDER, The fo-undations 01 ellcUdean geometry, 
Cambridge, 1927. 

(lo)Riteniamo che per il Lettore sia famigliare la notazione ca:€Q> 
ormai universalmente adottata, che esprime il fatto che l'elemento tD ap
partiene nlla classe Q; analogamente è chiaro che c --, (y e Q) > significa 
cbe t l'elemento '1/ Don appartiene alla classe Q >. 
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Come è noto) la propdetà di continuità dell'insieme si enun
cia postulando che, q1tal1tnque sia Za classe Q consideTata, se essa 
possiede le tre proprietà sopra ricordate, esiste un elemento ;(; 
dell'insieme il quale possiede le due proprietà seguenti: 

d) ogni elemento che p'recede z appartiene alla classe Q; 

e) ogni elemento che è preceduto da z non appartiene 
alla classe Q. 

In formule queste due proprietà si traducono facilmente nel 
modo seguente 

(d) v u (tt~Z) ~ (u E.Q)} 

(e) Vw {(z~w) ~--, (w EQ)}. 

Pertanto la espressione in 'formule della proprietà di conti
nuità dell'insieme ~ porta a scrivere 

AX.7 

V'Q ( ill: X (XEQ)IIill:y[--,(yEQ)]A 

AvxVy[(xEQ)A--,(yEQ)~(x'y)]~ 

~ ill:z[ V'u (ug'z) ~ (tt EQ)]! 1\ V w (zg'w) ~--,(w EQ)}]} (11). 

Anche nel caso dell'Ax. 7 la constatazione della indipen

(i1) Si osservi che l'enunciato dell'Ax. 7 è formalmente diverso 
da quello di tutti gli altri ass'iomi, perché il quantif1catore universale V 
figura premesso non soltanto agli elementi dell'insieme ~ ma anche ad 
un simbolo che denota una classe di elementi cosiffatti: è infatti neces
sario tradurre in simboli la frase che inizia cosi: «qualunque sia la 
classe Q di elementi di ~ ... >. 

Il Lettore che abbia qua'Jche conoscenza dei problemi della Logica 
matematica avvertirà subito che con l'enunciato di questo assioma sì 
passa ad un livello logico superiore, tanto a quello della logica elementare 
delle proposizioni non analizzate, quanto a quello della logica dei predicati 
e delle relazioni; non intendiamo proseguire oltre in questa discussione, 
che richiederebbe analisi delicate e coinvolgerebbe questioni molto im
portanti, bastando aver segnalato qui il fatto e rimandando il Lettore 
che desiderasse essere ulteriormente informato alla letteratura specializ
zata sull'argomento. In particolare per una iniziazione in questo campo 
segn'aliamo di nuovo i volumi di E. AGAZZI ricordati nella nota (1). 
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denza si consegue facilmente con l'esempio seguente: 

se come insieme gJ si assume l'insieme di tutti i l'azionali 
positivi (escluso lo zero) e si conviene che sia ",'<By quando e solo 
quando sia a; < Y sono soddisfatti tutti gli. assiomi da 1 a 6 
ma non 7. 

Presa infatti come classe Q quella di tutti i razionali tali 
che sia rrr < 2, si dimosb'a con un ragionamento ormai classico 
che nessun elemento z dell'insieme possiede le proprietà enunciate 
dell'assioma 7. 

OSSlm.VAZIOXE. - Si Doterà che nell'enunciato dell'Ax. 7 non 
si distingue il ca O in cui Pelemento z, di cui si afferma la 
esistenza, appartiene alla classe Q da quello in cui non appar
tiene; l'enUDciato è quindi ,-alido in ciascuno dei due ca i. Si 
noti ora che dalle proposizioui (d) ed (6) si trae facilmente la 
validità delle seguenti 

(f) 

(g) 

Infatti, qualora si voglia dimostrare per es. la (il si noti che 
per l'elemento u) in forza del Teorema 3J., deve verHicarsi una. 
ed una sola delle tre proposizioni 

tt = Zj 

ma se è valida la ipotesi 

"eQ 

in forza della (6) la" terza possibilità è esclusa e quindi si 
ha la (1). 

Analoga dimostrazione vale per la (g). 

Segue di qui facilmente la unicità deU'elemento z di cui 
l'A..··c '7 afferma la esistenza: consideriamo infatti un altro 
elemento z e supponiamo che sia 

(16) 
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allo,ra, in forza del Teorema 3,1 deve essere 

(z$z') v (z' ~z). 

Supponiamo che si abbia 

(17) zgyz' ; 

in forza dell'Ax. 6, e iste un elemento z' tale che 'Si abbia 

(zg)z") /\ (z"~z'). 

Ora in forza della proprietà (e), si ha 

(18) (z~ z") ~ -, (z" E Q) 

ma, upposto che z ,soddi fi alI'Ax. 7 insieme con z, per la 
proprietà (d) si ha 

(19) (Z"~Z') ~ (z" E Q) j 

le due tesi (18)' e (19) sono contradditorie e quindi la ipotesi (17) 
non può essere vabda j in modo analogo si dimostra che non può 
sussistere la ipotesi 

z'$z 

e di conseguenza viene dimostrata falsa la (16) (12). 

6. - A titolo di esercIzIO, dimo triamo qui il teorema fonda
mentale di ogni continuo' totalmente ordinato, teorema il quale 
afferma che ogni sottoinsieme che abbia le due eguenti proprietà: 

i) di, non essere vuoto, 

ii) di essere superiormente limitato, 
ammette un estremo superiore. 

Per eseguire la dimostrazione con gli strumenti che abbiamo 
adottato, il primo passo consiste nell'esprimere le due proprietà 
che abbiamo or ora enunciate con parole del linguaggio comune. 

(12) La ciamo al Lettore la cliJnostrazione, per esercizio, della legge 
logica espressa dalla formula 

[(p --* q) /\ (p --* -, q)] --* -, p. 
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Indicato con R il sottoinsieme, la prima proprietà viene espressa 
dalla formula 

(i) aXXE RI 

e la ~econd3 viene espressa dalla formula 
I 

(i i l ayVX[(x E R) ~ (x3y)]. 

Iudichiamo con il imbolo sup(R) l'elemento che è estremo 
sup riore della classe R; esso è caratte'rizzato dal possesso delle 
due proprietà seguenti: 

iii) ogni elemento che lo segue non appartiene alla classe R; 

iv) ogni elemento che lo precede precede almeno un eleo 
mento di R. 

Qneste dne proprietà si formulano molto facilmente nel 
modo seguente: posto 

z=sup(R) 

si ha che la proprietà (iii) è espressa dalla formula 

(i i i) 

e la proprietà (iv) è espressa dalla formula 

(iv) V,"[(7Vg'z)~ at {(tEJl)A ("'~t)}]. 

Per poter applicare l'Ax. 7 occorre costi'llire ulJa classe S 
di elementi per la quale valgano le ipotesi che valgono per la 
classe Q che entra llell'enullcjato dell'Assioma stesso, Tale clns~e 

S viene definita come insieme di tutti gli elementi t che apparo 
tengono ad R oppure precedono qualche elemento di R; si avrà 
quindi 

(20) S={tl (tER)vay[(yER)A(t&y))) ('S); 

(13) Abbiamo utllizznto il noto operatore che definlsl:e unft classe come 
insieme di tutti gU elementi che rendono .era una ecrtn. forma proposi
zionale; indicntll con P(z) una torma cosiffatta, tnle classe "iene indicata 
col simbolo 1:D I P(z} l, leggendo c insieme eli tutti A'1i :D che verifica
no P(z) ~. 

25 
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ossia 

(21) t E S <-+ [(t ER) v:H: Y ( (y E R) 1\ (t $y))]. 

Segue di qui 

(22) ~ (t ES) <-+~ (t ER) I\~:H: y[(y ER) 1\ (t$y)]; 

ora in base al noto schema 

~:H: y[P(y)] <-+ V y[ ~P(y)] 

si ha 

~:H: y[(y E H) 1\ (t$y)] <-+ Vy[ ~.( (y ER) 1\ (t$y))] 

e di qui, per le leggi di Dm )10RGAN, l'ultima proposizione può 
e sere sostituita dalla equivalente 

V y[~(yE R)v~(t$y)] 

e da questa, per la (3) si ha la proposizione equivalente 

V y[(yER)~-,(t$y)]. 

Pertanto la (22) può essere scritta nella forma equivalente 

(23) ~(f;ES)<-+~(tER)I\Vy{(yER)~~(t$y)}. 

'Ma per 11 'feol'ema 3.1 si ha 

~(t~y) <-+ (t=y) v (y$t) 

c quindi la (23) pnò essere scritta nella forma 

(24) ~(t ES) <-+~(t ER) I\VY[(Y E R)~ (t=y) v (y$t)]. 

Si osservi ora che la tesi dell'ultima implicazione è foro 
mata dalla disgiunzione 

(t=y) v (y~t) 
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e che la prima parte di questa, cioè la relazione t=y è sempre 
incompatibile con la congiunzione della ipotesi y ER e della 
--, (t ER). 

Pertanto la t=y è sempre fal a e potremo scrivere la (24)
nella forma 

(25) --, (t E S) _ --, (t E R) Il V Y { (y E R) ---+ (yS't)}. 

Siamo ora in grado di constatare che per la classe Sora: 
costruita v,algono le tre proprietà: a), b), c) che possiede ogni 
classe Q a cui viene applicato l'Assioma 7. La prima proprietà 
è immediata conseguenza della (i) che afferma che la classe Il 
non è vuota e quindi, per la (20), non è vuota neppure la S. 

La seconda proprietà è pure immediata conseguenza della (ii); 
inv~ro la (ii) afferma la esistenza di almeno un elemento t che 
verifica la seguente proposizione 

(26) V ::v {(x ER) ---+ (::v S't) l. 

Segue di qui, ancora per il Teorema 3.1 

--,(tER) 

e confrontando questa e la (21) con la (22) si conclude' 

--, (t ES). 

Rimane a verificare la proprietà c), che si esprime in questo> 
caso con' la formula 

vxvy { (re E S) 11--, (y ES) ---+ (re S'y) l; 

ricordando le (21) e (22), la ipotesi 

(x ES) 11--, (y ES) 

si può scrivere nella fo:rma seguente (per scrivere la quale an. 
biamo fatto ripetutamente nso della «regola di sostituzione », 
cambiando i nomi delle variabili) 

t[(t ER) Il (::v S't)] l Il {--, (y ER) Il vu[(u ER) ---+ (uS'y)]}:. 
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Questa proposizione indicando con p, q, r rispettivamente 
le proposizioni 

:iI t {(t ER) i\ (a;~t)} 

t -, (y ER) i\yu[(u ER) ~ (u~y)] 

può essere scritta nella forma 

(p v q) i\ r 

e quindi, applicando la proprietà distributiva della operazione 
indicata con «i\» rispetto a quella indicata con «v» 

(p i\ r) V (q i\ r). 

Dalla congiunzione p i\ r segue subito a;~y perchè si ha~ in 
forza di uno schema noto 

yu[(u ER) ~ (u~y)] ~ [(a; ER) ~ (a;~y)]. 

Dalla congiunzione q i\ r, cl~e si traduce qui nella 

:iI t {(t ER) i\ (a;~t)} i\-,(y ER) i\ VU {(~~ ER) ~ (u$y)} 

.sostituendo in particolare t al posto di ~~ si trae immediatamente 

(a; ~t) i\ (t~y) 

.da cui la te~i a; ~ y in forza dell'Ax. 2. 
Resta pertanto dimostrato che la classe S che abbiamo defi· 

nito con la (20) possiede tutte le proprietà possedute da ogni 
,classe Q a cui 'si applica 1'A,x. 7. Pos iamo quindi invocare 
,questo per affermare la esistenza di un elemento z che ha le 
proprietà dell'estremo superiol'e di R. 

'Lasci amo al Lettore il completare la dimostrazione, come 
utile esercizio delle regole di logica simbolica; come pure la· 
sciamo al Lettore jJ compito di enunciare le proposizioni che 
caratterizzano la relazione che potremmo indicare con il imbolo 

{27) ySx 
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convenendo di leggere «y segue ID », considerando la (27) equi
valente alla relazione seguente 

(28) x~y. 

Anche in questo caso sarà. un utile eSerCll.lO di uso della 
logica simbolica il dedurre le proprietà della relazione (27) a 
parUre dagli assiomi e dai teoremi che abbiamo enunciati e 
dedotti fin qui. 

7_ - Dopo di aver enunciati gli assiomi di una teoria ed a,-er 
controllato che essi sono indipendenti, occorre fare un secondo 
importantissimo passo, per vel'ificare se essi determiluno unh-oca~ 

mente l'iusieme di euti ~ a proposito del quale essi sono stati 
enunciati, Nel nostro caso è facile constatare, ed è didattica
mente cosa utilissima far notare cbe gH assiomi che abbiamo 
enunciati non, dctcI"minano univocamente un insieme g) ai cui 
elementi essi si applicano. Invero tali assiomi caratterizzano geo 
nericamente un insieme aperto, dotato delle proprietà di ordina· 
mento e di continuità cbe siamo soliti attribuire alla retta eu
clidea, ma non c31'atterizzUllo questa, Infatti si può ossen-arc che 
gli assiomi ora enunciati convengono, quando si assuma come 
significato della 'relazione a:~y il sussistere della l'claziolle 3J < Y 
nel solito. 8enso, ai seguenti insiemi: 

i) l'insieme di tutti i numeri reali; 

ii) l'insieme di tutti i numeri reali positivi (zero escluso); 

iii) l'insieme di tutti i numeri reali costituenti un intero 
vallo aperto; per es, l'insieme dei numeri reali a; soddisfacenti 
contemporaneamente alle l'elazjoni 

0<",<1. 

Le corrispondenze biunivoche (mappe bijettive) che rapprese";
tano ognuno di questi insiemi sull'alh'o si ottengono molto fa
cilmente: la funzione 
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essendo a una costante qualunque diversa dallo zero fa corrispon
dere ad un elemento x qualsiasi dell'insieme i) un elemento al 
dell'insieme ii); analogamente la funzione 

Xl =af'/(1- x") 

fa corrispondere ad un elemento qualsiasi X" dell'insieme iii) un 
.elemento al- dell'insieme ii). 

Più interessante può essere il far osservare che l'insieme gJ 

può anche non essere connesso, nel senso intuitivo del termine. 
Invero si ottiene un insieme che soddisfa a tutti gli assiomi 
.enunciati assumendolo costituito da infiniti intervalli distinti 
tra loro dell'asse reale, tutti aperti ad una delle estremità e 
chiusi all'altra..Un tale insieme si rappresenta facilmente me
diante funzioni elementari come segue: indicato con x un numero 
reale qualsiasi, si indichi, come al solito, con E(x) il massimo 
intero che non supera x e con 1I1(x) (da leggersi «mantissa di x») 

11 numero 

1I1(x)=x-E(x). 

Ov·viamente si ha per 1I1(x) la proprietà 

~29) vx [O s 1I1(x) < Il.. 

Si considerino ora gli infiniti numeri reali, dati dalla 
.espressione 

x = 2E(x) +111(x) 

quando x assume un qualunque valore reale. Si verifica immedia
tamente che i numeri X costituiscono infiniti intervalli sull'asse 
reale: ognuno di questi intervalli ha come estremo inferiore un 
intero pari e come estremo superiore un intero dispari; all'insieme 
:appartengono tutti i numeri pari (che cO"r'rispondono ai valori 
interi di x) e non appartengono i numeri dispari (perchè la 
funzione ll1(x) non assume il valore 1, pur ammettendolo' come 
.estremo superiore). Si verifica immediatamente che i numeri X 

soddisfano a tutti gli assiomi enunciati, quando alla relazione 
X$Y si dia il significato X < Y. 

C. F. MANARA 




